ZADANIE 3.7.

Wyznaczy sity przekrojowe w ukfadzie ptowym jak na rys. 3.7a w
zakresie nieliniowo-sgeystym i lepkospgzystym.

Dane: h, I, P, J(N+1)
og=E¢ - ,l(:ﬂ
EJ
n
o =N A - K =| M 03
J(N +1)

Rozwigzanie
Zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalnykresy sit
przekrojowych przedstawi@jysunki

Xsina

cosa

M(P)

ltga 2 2l

1 My(X=1)

Rys. 3.7b
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Warunekd= 0 wzadaniu liniowym prowadzi do relacji

'7
cosa

5=0 - 2 [(Xsina-Vcosa)sOsinasds=0 -

0

3
E(X sina -V cos) 1 V-0 . x=v ctgg - X= Pﬂctga
3 cosa 2l

W zadaniu nieliniowym lepkosprzystym zachodzi

n
1

1 . h

cosa | | X Sina -P—cosa

0=0.2 _[ 2|n sCda| 1sinasds=0
> J(N+1)

stad dlaP = Py f(t) i X = X,f(t) zachodzi

cosxy h n
_[ s”"lds(x sina - P—cosaj =0
) 2

n

o\ h 1 ( 1\
(sina)"| X - P—ctga =0
2 n+ 2\ cosa

= 3 h
X-—ctga| =0 - X=P—ctga
( 2l gj 2l g

Jest to przyktad zadania gdzie liniowe rog@inia st pokrywap z
nieliniowymi i to zaréwno w zakresie ggystym jak i lepkospgzystym.

ZADANIE 3.8.

W podanym uktadzie statycznie niewyznaczalnym nalekresli¢ sity
przekrojowe w zadaniu liniowym oraz nieliniowym sprstym.
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—_ -
A
h
77 | Vicams
| :i
Rys. 3.8a
M Mo

Dane: P,l,h, 0=Eg og=A&", K=— , K=|———
EJ AJ(N +1)

Rozwigzanie
Przyjty ukfad podstawowy wraz z wykresami momentow Zzgicych
M(P), M(X), M1(X;=1) przedstawiono na rysunku

M(P)

Rys. 3.8b

Rozwigzaniezadania liniowo-sprezysteg prowadzi do zalaosci ¢ =0

)
0, X+0,,P=0 EJJM—Z— m]ﬁ——h , EJo)p = h 2
2 2 3
stad
2 -1
X:—%P h (2h+é|j P
o 3\3 3
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W zadaniu nieliniowym warunek ¢ = 0 prowadzi do relacji
¢=[kM,ds=0

h n | n | n
$=0- I(K—Pj S”Eds+j(§j Eds+j(£sj Eds=0
oL h h A oL h h

n . n+2 N n+2 N n+2
i_ P h + i ! + 1 ! =0
h h I I h h

Otrzymamy sid rGwnanie algebraiczne postaci

5—ID + 5 a™t+ 5 a“i=0 o é—P + 5 (0’+0'n+2):O
h I h h h

: I
dziea =—
9 h
. L : x X\"
Z uwagi na fakt, 4 n jest liczly nieparzyst to IF_P) = _IP_FJ [
otrzymamy
GREIRE IR

W przypadku szczeg6linym= 3 otrzymamy rozwjzanie postaci

R g Rl
on o (e
{53053

Rzeczywisty pierwiastek tego rownania prowadzi dleznosci

A _[p-Xlzg . X -p . X={+p
= (P hJ 0 h(1+5) P X =(1+B)™*Ph
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W zadaniu nieliniowym lepkosprzystym, kiedy o =¢&" dA,
M Cda wobec wykazanej poprzednio zabesci rozwigzan w
J(N+1)

przypadku obgizen mechanicznych od funkcji relaksaci wynik bedzie
identyczny jak w nieliniowo-speystym.

ZADANIE 3.9.

Nalezy okresli¢ sity przekrojowe wysipujace w ukladzie pmtowym
przedstawionym na rys. 3.9a ojp@nym sih poziony P.

Pl 2
h
0 3
/7777 | /77
f——————
Rys. 3.9a
n n
Dane: P,I,h, c=Ase", k= M L E= lj
AJ(N +1) AF

Rozwigzanie

Zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczadrjako sk nadliczbowy
przyjmiemy sit osiowg X w ryglu. Uktad rozbijemy na 2 podukfady: rygieP1-
oraz stupy 0-1 i 2-3. Kaly z elementow jest nieliniowo-sgysty.

S
J &
P-x)”7 xn 77
Rys. 3.9b
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Warunek nierozdzielrigi uktadu ma posta
0,-0,=4

gdzied,, o, i 4 53 kolejno ugéciem stupow 0-1 i 3-2 oraz skréceniem rygla 1-2.

1 1 1 1
+O+— —O————O -« —0

M,

|

v \ 1h 1h

Rys. 3.9c

W zadaniu liniowo-sprezystym o= E¢ zachodzi

EJb_:PhZBZ_h_Xhzﬁh:(P—X)W
2 3 2 3 3

2 3
E35, = 2 = XN
2 3 3
EFA = XI
stad
_ 3 3
(P X)h _Xh :LI_,P—ZX:Xb, b:ii
3EJ 3EJ FEF h®F

Sita osiowa w ryglu wynosi
P

2+b

W przypadku nieliniowo — sprezystym przemieszczenia wynagz

g = ) e

o, =

O —
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h n n n+2
[l i) *=~[preg) ave
0 + + n+
n
A= Lj |
AF
Podstawiajc do warunkow nierozdzieldoi otrzymamy

P-XT [ xT"|h™2 _( x Y . I(n+2)3"
—| -|= =l =1 - (P-X)"-X"=x"2_~1_
([ AJ } [AJ} Jn+2 (AFJ ( ) h™2F"

a nasgpnie

(P-X)"=x"a" - (

n
PX L PRy kP
a a 1+a

Wyznaczenie sity nadliczbowej wymaga rozeénia réwnania algebraicznego
typu (A-X)"- (X)"= 0. Podamy teraz rozgzdanie kiedyn = 3.

Zachodzi
n
(P Xj -X"=0 - (P X—xJ(x—xl)(x—xz)zo
a a
gdzie
2X,, =2 % (153
a
o P 1+4/3
Otrzymamy std trzy pierwiastkiX, =——, X,;=———=P
y y si yp 17 1ra 23 2a+1t\/§
L 1-4/3 S .
Zauwamy, iz pierwiastek X, = —————= P prowadzi do sityX o zwrocie
2a+1-+/3

przeciwnym od zatmnego, a wic sprzecznego z fizycznym sensem zadania.

Wystepujaca w tym zadaniu wielkd an:(n;:_f)l(%j +1 ujmuje

wptyw nieliniowych parametréw wygpujacych w réwnaniach fizycznych.
ZADANIE 3.10.

Nalezy wyznaczy¢ sity przekrojowe w ukladzie ramowym wykonanym z
materiatu liniowo i nieliniowo-sgrzystego.
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Dane: h, I, P, J(N+1)

J=E.9_,/(=ﬂ
EJ

n
o=As" _ « M
i)

Rozwigzanie

Zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczaWezadaniu liniowo-
sprezystym uklad podstawowy wraz z wykresami sit przekrojotvyc
przedstawiaj rysunki

i
X le \ o
M) XI
| |
X X
} 2 x t
P Ph
—> o)
Ph
M(P)
P 0
h Vi 4‘
i tph
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) o
1
M;
1
h
f1 2 11
Rys. 3.10b
I X+3,P=0 - X - Z9%eP
511

gdzie
2 2
EJJ,, = 'hﬁuz' ﬁl h|2 3, EJlez—mfph—'—ﬁh
3 23 23
stad

X =:—13(Ih2 +I2h{(hlz +|3)§]1

W zadaniu nieliniowym waruneko = 0 prowadzi do catek

h(XI—Pj n ,(x Phjn
5:0—>J.h— j sds+
0 0

AJ(N +1)

Xl—sn
+}(hj I

' xs ).
AN ESdS+-([(—AJ(N +1)J sds=0

n n+2 n n+2 n n+2 n+2
XI——P Ih + X—PE | + XI— 1h + X" |
h hn+2 | ) n+2 h) hn+2 n+2
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(%—Pjn%ﬂx—Pa)”(%jnﬂ{%}n%+X”(§jn+2 =0, azlD

ol @ - @ " H " H .

a a

e E RO GO

(X -Pa) +x"jp"=0 - (x-Pa)+x"=0
W przypadkun = 3 zachodzi

(X-Pa)’+X3=0 - X®-(aP-X)*=0
stad
[X (P - x)||[x2 + x(aP - X) + (aP - X )?|=0

Réwnanie to posiada naplijgcy rzeczywisty pierwiastek

X-(aP-X)=0 - X, :§

Natomiast rozwizanie réwnania X2+ X(aP-X)+(aP-X)? =0 wobec
ujemnego wyrénika 4 =-3(Pa)’ <0 prowadzi do zespolonych wasth sit
hiperstatycznych nie posiagaych interpretaciji fizykalne;.

ZADANIE 3.11.
W podanym uktadzie ptowym (jednokrotnie statycznie niewyznaczalnym)
nalezy wyznaczy rozktady funkcji momentow zgingych, sit poprzecznych i

sit osiowych wywotanych dziataniem stacjonarnegtapemperatur. Schemat
zadania oraz pole temperatur przedstawiono na8r{$a.
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Rys. 3.11a

Obliczenia nalgy wykona dla materiatu

a) liniowo-sprzystego o=El¢
b) nieliniowo-spezystego o=AE"
c) liniowo-lepkospezystego o =R[d¢

Wyniki obliczen nalezy ze sol porownd.

Dane: |-dtugcé¢, Ti-temperatura wisza, T,-temperatura usza, ar-
wspoétczynnik rozszerzaldoi cieplnej, E, n, R(t), A-wspdiczynnik i funkcje
charakteryzujce wiaciwosci mechaniczne w podanym uktadziezmgch
materiatoéw.

Rozwigzanie:

W zadaniu si hiperstatycza i sity przekrojowe wyznaczamy korzysiajz
catki Mohra

5= [(ky +xr Mds+ [ (g, +er )Nds

gdzie djest przemieszczeniem w uktadzie wywotanym przygmstemperatury.
Zgodnie z warunkiem nierozdzieliw wzajemne przemieszczenie punktow
2 i 3 jest rowne wydteniu peta 2-3 co zapiszemy w haptijacy sposéb

X2
EF

J(KM +KT)M1dS+I(£M +£T)N1ds:afT(T1 ;T2j2| _
S

S
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gdzie: («,,,k;) s zmianami krzywizn wywotanymi odpowiednio przezrsta
napezen i przyrost temperatury, &y, &) S3 wydtuzeniami wywotanymi przez
pole napgzen i sredni wartasci temperatury w przekroju.

Wystepujagce w catce Mohra funkcj®l; i N; s momentami zginagymi i
sitami osiowymi w analizowanym ukfadzie ¢gswym, ktdére wywotane &
dziataniem sity jednostkowej przytonej w miejscu i kierunku poszukiwanego
przemieszczenia.

Przedstawione zadanie jest réwnam& nasfpujacemu statycznie
wyznaczalnemu zadaniu.

X

Ny
A
A

»le
> >

Rys. 3.11b

Nalezy jednak narzuciwarunek nierozdzielrigi

5=a. (T +T,),, _ X2
2 EF

W  wyrazeniu tym J przyjmuje réne wartéci w zalenosci od
analizowanego materiatu.

Wspllm czsécig obliczen dla wszystkich rozwaanych przypadkéw
(niezalenie od opisu materiatu)asfunkcje M; i N; ktorych wykresy maj
post&

Rys. 3.11c

Wspolrg czécia obliczeh s3 rowniez: wydtuzenie oraz zmiany krzywizn
wywotane dziataniem pola termicznego
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Rys. 3.11d

ad a)Materiat liniowo-spr ezysty
Materiat liniowo-spezysty opisany jest réwnaniem fizycznymar = El¢ .
Rownanie to prowadzi do napujacych wyraen na krzywizr k,,
wydtuzenie &,
M N

e TR

gdzie:M — funkcja momentéw zgingych wywotanych dziataniem wszystkich

sit w uktadzie N — funkcja sit osiowych od wszystkich sit w ukta€ezi
W wyniku podstawi#é otrzymujemy

_[Mds+_[Mlﬂ(Tds+_[ NN, ds+[&rNyds = ay (T, +T,)| X
A =N < . EF . EF
FunkcjeM i N mozna przedstawiw nastpujacy sposob
M =XM,, N=XIN,
wiec
M, M, N,N, _ X2l
X({ = ds+J; oo as +£KTM1ds+J;£TN1ds—aT(T1+T2)I =
. . X2l
x(511'*'511)'*'(0} +5T)=aT (T1+T2)| “EF
gdzie
— MlMl G- NlNl — G-
O _£ Ihds, 511_£ o ds. 5 —{KTMlds, J; —{&Nlds
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Wartdici  wspotczynnikow d,,,d,,,0;,0; Wyznaczamy Kkorzystag z
uproszczonego sposobu Mohra — Wereszczagina.
W wyniku przeliczé otrzymujemy

1 (1 22 5
Oy, = Z(EIE/EI%IJ:EI

=

Jl'lzi[zg\/_z[{/ﬂ [_;\/_E:@
EF 2 2 EF

6, =0, J; =0
Uzyskane wyniki wstawiamy do réwnania

X[Zﬁlg +@] :0’-|-(T1+T2)| _X_ZI

3B EF EF

X(2ﬁ|3+l(\/§+2)

3E7 EE J:UT(T1+T2)I

X :[aT(TﬁTZ)I]EﬁZﬁ'g bz +2)]_l

3EJ EF

Wyznaczona sita hiperstatycziapozwala na spoggzenie wykresow sit
wewretrznych w zadanym uktadzie ggowym.

X XX
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ad b)Materiat nieliniowo-spr ezysty

Wykresy sit osiowychN; i momentéwM; od sity jednostkoweK = 1 oraz
wykresy termicznych wydben i zmian krzywizn g identyczne jak w zadaniu
liniowo-sprezystym. Wydlwenie i zmiany krzywizn wywolane sit
hiperstatyczn opisup wyrazenia

) Lwtin]

ktore wynikaj z rownania fizycznego postagi = Ae™

W uktadzie zadanym, ktéry rozpatrujemy teraz jakgkenany z materiatu
nieliniowo-spezystego nadal obowkuje warunek nierozdzieldoi

x"2l

d=a. (T, +T,)l _(AF)“

Wartcs¢ dwyznaczamy z catki Mohra

M" N" :
0= |+—F——x-M,ds+|—-N,ds+J; +0
J;[AJ 1 J- 1 T T

(N+1)"  (AF)"
gdzie:M = XM, N = XN a nasgpnie wstawimy do

n
Lds+d; +J; =a, (T, +T,)l —%

X"MI'M, X NN
ds+
It = ey
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(MM NN )y X2
X[I[m(w)]nd f(w)ﬂdJ () ey

S

Obliczamy catki

oz
J[A.J N+1 J[A.J N+1)] ae= [AI(N +1)]"(2+n)
V2) 42 J2Y
1 () 2, (2] g 3]
D(AF ( j 2 7 (AF)" ~(AF)
Obliczone caltki wstawiamy do
&Y
el (ZJ 2 X"2l
e e | ey
Y
- (ZJ 4y
X e ey Gy | T

2 +
sy 2]

[AJ(N +2)]*(2+n) (AF )"

X =[a (T +T,)I]"

Poréwnujc rozwigzania dla materiatu nieliniowo-sgtystego i liniowo-
sprezystego maemy otrzyma tzw. ,modut sieczny”.
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- 4-N

A
sy [2)22

o (T, +T )] (AN +1)]n(2+n)+ (AF)" )

“lor 1, TN 52 2 +2)T

3EJ EF

b2 1213

F

- 4-N

J2) +
sy 2]

[AJ(N +2)]"(2+n) (AF)"

Otrzymany ,modut sieczny” zatg nie tylko od rozktadu temperatur, ale
réwniez od konfiguracji uktadu.

ad c)Liniowy materiat lepkospr ezysty
Rownanie fizyczne ma posta

o= j(o(t -7)ét)dr = ol

gdzie: ¢t) — funkcja relaksacji¢ 7( } predkos¢ odksztatcé, O- symbol splotu.
Wydtuzenia i krzywizny wyraaja si¢ wzorami

-1 -1
£:NE¢ ,k:Mljgo
F J
_NOR _MELCR
E=——, K=———
F J

Warunek nierozdzielrioi pozostaje podobny do tego jak w zadaniu liniowo
i nieliniowo-spezystym.

123



ROX 2l
F

d=ar(T,+T,)l -

czyli

IRDM RN ROX 2l

M ds+JKTM ds+f Nyds+ [ & Nyds = ar (T, +T,)1 -
S

gdzie:M = X M,, N = X [N,

RDXNl

IMM ds +jKTM ds+j Nlds+j£TN1ds:
ROX 2l
:a'T(T1+T2)|_ =
MM ROX 2l
RDX({ ; —171ds +j 1}+5 +0; =ar (T, +T,)1 - =

RDX{ V2l ﬂ\/—g/—

2j—d s+2 [ or FJ a, (T, +T, )2l

0
-1
4\/§|3+\/§|+2|}

RDXz[aT(T1+T2)I][ 2 =

Stosujemy na tym rownaniu transformadjaplace’a, w wyniku ktorej
otrzymujemy

R(p)PX(p)‘—[a'T(T T )I](M_l f|+2|]

J F
Przyjmujemy w zadaniu stacjonarny uktad temperatuokreslany
réwnaniemT, (t) + T, (t) = (T, + T, JH (t) , gdzie:H(t) - funkcja Heaviside'a.

Wprowadzagc funkcg modyfikujaca r(t)  r(t) = R(t)

otrzymamy

X(t) = IE Cr()]ay (T, +T,) F

] W2 2 +2 N
33

FunkcjaX(t) dla ramyzelbetowej poddanej dziataniu temperatury przyjmie
postéa
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fo1/ 01 - -
X(t) = TD—<— E,|-/1+E.C,)e Y ECo)(t7)
'c[ E, \1+ { b[ (L+EC,)

+(1 ! j ! 5(t—r)}+/,1E25(t—r)}+

- +
1+EC,) 1+EC,

+ 1+1/J {Eb(l— o ébCO ]}5@ - T)>dr[crT (Tl +T2)I][2\£I i \/EI; 2 J

W podanym wzorzeE, C, y s3 statymi okrélajacymi reologiczne
wiasciwosci betonu, (por.[])u - udziat zbrojenia,E, — modut spgzystdsci
stalowych wktadek.

Po wykonaniu catkowania otrzymujemy zmienny w czasbzkiad sit
wewretrznych wywotanych stacjonarnym przeptywem ciepta ramie
zelbetowej. Przyjto przy tym,ze beton opisany nie by réwnaniem liniowej
lepkopkzystasci, natomiast stal posiada \§tawosci sprzyste.

Rys. 3.11f Wykresy sit wewatrznychM, N, T dla materiatu liniowo
lepkospezystego.

ZADANIE 3.12.

W podanym uktadzie ptowym (jednokrotnie statycznie niewyznaczalnym)
nalezy wyznaczy rozktady funkcji momentow zgingych, sit poprzecznych i
osiowych wywotanych osiadaniem podpory 1. Schertatyszny uktadu oraz
kierunek osiadania podpory przedstawiopea rys. 3.12a
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N

a) liniowo sprezystego
b) nieliniowo-sprezystego
c) liniowo lepkosprezystego o =R[Cd¢

Rozwigzanie:
W przedstawionym zadaniu sity wegtrene i hiperstatyczne wyznaczamy
postugujc sk calky Mohra, ktéra w postaci niezmienniczej przyjmujenfio

ag =
ag =

le

Rys. 3.12a

Obliczanie nalgy wykona dla materiatu:

Ele
AN

Wyniki obliczen nalezy ze sol poréwnd.

Dane:l — dlugag¢, E, A, N, R(t) — wspotczynniki i funkcje charakteryzaie
wihasciwosci mechaniczne w podanym zestawienych materiatow.

5= My +&1)ds+ [N, (g, +er)ds

gdzie d jest przemieszczeniem w ukladzie wywotanym osiaarpodpory w
punkcie 1.

Korzystajc z warunkéw nierozdzieldoi
przemieszczenie uktadu w punkcie 1 wynosi
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